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Introduction

Dans la partie correspondant aux signaux physique du cours de premiére année de
prépa, un certain nombre de phénoménes de propagation ont été étudiés, sans référence
a léquation d’onde (équation aux dérivées partielles) vérifiée par la grandeur physique
considérée. Dans cette lecon nous allons établir sur deux exemples I’équation de propaga-
tion et relier celle-ci aux phénoménes rencontrés en premiére année de prépa.

Manip : Une ficelle, ont une extrémité est fixée & un mur, est maintenue tendue
par un observateur. Lorsque 'expérimentateur imprime une secousse a 'extrémité de la
corde, ce déplacement ne met pas brutalement en mouvement toute la corde : une onde,
caractérise par le déplacement d’un point de la corde, se propage le long de celle-ci milieu
de propagation matériel et continu.

Nous retrouvons un phénomeéne de propagation d’onde, présentant des similitudes avec
la propagation des déformations le long d’une chaine de mobiles couplés : la déformation
imposée a la corde se propage le long de la corde.

Dans les deux cas, I'onde se propage dans la direction (Ox) de la corde ou de la chaine
de mobiles. Cependant :

— Le mouvement des mobiles considérés est paralléle a (Ox) ;

— Le déplacement de la corde est perpendiculaire & cette direction de propagation.
Dans le cas de la chaine de mobiles, nous parlerons d’ondes longitudinales, alors que dans
le cas de la corde il s’agit d’ondes transverses.

Observons plus attentivement la propagation le long de la corde en prenant des clichés
de celle-ci aux instants successifs : tg, t; = tg + At, ty = to + 2At, .... Nous constatons que
la déformation de la corde est a chaque fois la méme mais qu’elle se déplace pendant un
intervalle de temps At, d’une longueur Ax proportionnelle & At :

Ax = cAt (1)

L’onde de déformation se propage ainsi a la vitesse ¢ constante le long de la corde, dans
le sens des x croissants : ¢’est une onde progressive.
Le déplacement y(x,t) de la corde vérifie :

y(z + cAt, t + At) = y(z,t) (2)



Une telle fonction reste donc constante si u =t — £ est fixée. Elle ne dépend que de

la seule variable u : .

y(z,t) = flu) = f{t = -) (3)
Rq : Autrement dit soit en t = 0 on a y(?,t) = y(t —x/c,0) = y(u) avec u =t — x/c.
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FIGURE I — Propagation d’une déformation imprimée a la corde cAt = 0.3L, clichés a tg,
puis tg + At, puis to + 2At...

On va voir justement dans cette lecon que la fonction d’onde y(x,t) = f(u(z,t)) est
solution de I’équation de propagation de d’Alembert.

1. La corde vibrante : équation de d’Alembert et ses
solutions

y A

<Y

0 X x+dx

Soit une corde sans raideur, inextensible, de masse linéique constante u, est tendue
par une tension 7. Au repos elle se confond avec I'axe Ozx.

De part et d’autre de cette position d’équilibre, on étudie les petits mouvement trans-
versaux de cette corde dans le plan xOy, en admettant qu’un élément de corde au repos
(point My) reste pendant le mouvement a la méme abscisse. L’élongation d’un point d’abs-
cisse = a l'instant ¢ (point M) est notée y(z,t). La tangente en M a la corde fait avec

. . ) 0
I'axe Oz un angle a(x,t) qui reste petit, ce qui suppose que ]a—yl < 1.
x

a = dy/dz et soit le triangle rectangle ds? = dz? + dy? = da?(1 +

Rq :tan(a) =
22(1 + (dy/dx)?) = dz?(1 + o?).

dy*/dx?) =



Enfin, action du champ de pesanteur sur le mouvement, ainsi que toute cause d’amor-
tissement sont négligées.

Soit la longueur de la corde varie treés peu lorsqu’elle vibre. On appelle o 'angle que
fait la tangent a la corde au point My, a I'instant ¢. L’élément de la corde est donné par
pour des petits mouvements (|y(x,t| < L et |a(x,t)| < 1) :

2
ds* = da* + dy* = da® (1 - (%) ) ~ dz*(1 + a?) (4)

9,
car tan(a) = 8_y reste petit donc : ds ~ dz.
T

Rq : On peut justifier, au méme ordre d’approximation prés, que la tension ? reste
tangent a la corde. En effet considérons le méme élément de la corde. Son moment d’iner-
tie par rapport & un axe passant par une des extrémités est en ds?. D’aprés le théoréme
du moment cinétique en ce point, et toujours au méme ordre d’approximation preés, le
moment de la tension a l'autre extrémité apparait donc nul, ce qui suppose que cette
tension reste tangente a la corde (il n’y a pas de couple de flexion car la corde est souple).

Appliquons la relation fondamentale de la dynamique pour un élément de la corde de
masse puds ~ udx, compris entre x et x + dr. En considérant les hypothéses prises et en

prenant 7(3}) la tension au point d’abscisse x exercée par la partie de droit sur la partie
de gauche, on obtient :

oT

pded = ?(x +dx) — ?(:p) = a—da:
= v (5)
~ 0
THE =
oT,

En projection sur Oz : 0 = = T, = T cos(a) = Cste.

x
Soit puisque a < 1, T = |7| = (C'ste.

2 T T si t 2
En projection sur Oy : u?)tg = a@xy _ 3;1(0[)) = (T (:os(a))8 Zr;(a) ~ Tgx‘z
D’ou ’équation de d’Alembert unidimensionnelle :
Py 1 0%
o2 o " ©)

avec v = \/T'/u la célérité de 'onde.

2. Solutions de I’équation de d’Alembert unidimension-
nelle

2.1 Ondes planes progressives

On a vu a l'introduction que pour une déformation identique au cours du temps le
long de la corde on pouvait écrire la déformation comme étant y(u) = y(t — x/v) pour



une propagation vers les x croissants.

x x
On introduit les grandeurs p = t — — et ¢ = t + —. Soit donc le changement de variable
v c

suivant :
xr  Op dp 1
=l——=F=1let —=—-—
P v %t e@év 11)
x q q
—t4+ == — =let — ==
g + ot or v

Considérant les anciennes variables en fonction des nouvelles,
0 o oOp 0 0q¢ 1 0 0
= _ — = — + — _— . —— = — N J—
v=x(p.q) or Op Ox 90q Or v < Op + 8q)

b t(pg) — 220 0 00 (0 0
- Hpd ot ap ot oq ot \ap ' oq

Sous forme de composition d’opérateurs (il s’agit de trouver le noyau de l'opérateur

, . e 1o o 10 o 10 -
d Alembertlen), on écrit (@ — Fﬁ) Yy = (% — ;&) . (% + ;&) Yy = 0, SO1t :
L0 0 (9 9\ 1[0, 0, 0, 8]

v| Jdp Oq dq Op v| Op 0Oq Op Oq v=

a(2Y. (2), - 0%y _0
ap 0q) Y~ opog

NPT < oL . Oy NPT .
Aprés intégration par rapport a p, il vient Ba = G(q), et aprés intégration par rapport a

(7)

¢, y(p,q) = f(p) + g(q) ou g est une primitive de G. La solution générale s’écrit donc :
x T
)= ft - D) ot + ) ®)

f et g étant deux fonctions quelconques (au niveau de l'expression analytique pourvu
qu’elles soient continues et deux fois dérivables.

Comment interpréter ces solutions ?

T+ Ax
v

si

x T
Considérons le cas y;(z,t) = f(t — —), en notant que t — — = tAt —
v v

Az = vAt, il vient alors yi(x,t) = y1(x + Az, t + At).

Cela signifie que le signal y; apparait en z + Az a Uinstant ¢ + At exactement comme il
état en x a l'instant ¢; il s’est donc propagé, identique & lui méme , pendant l'intervalle
de temps At sur une distance Ax = vAt.

La constante v représente ainsi la vitesse de propagation du signal y; (célérité).

.F

a t+At




f(t — %) est une onde progressive se propageant a la vitesse v dans la direction des
x croissants. A linstant ¢, dans tout le plan x = Cste, f a la méme valeur : 'onde
progressive est dire plane.
La solution y(x,t) = f(t — 2) + g(t + %) représente ainsi la superposition de deux ondes
planes progressives se propageant a la méme vitesse suivant I’axe Ox, mais en sens opposeé.
Def onde plane : La déformation subit par la corde est la méme/constante dans un
seul plan. L’amplitude de déformation est constante.

2.2 Ondes progressives harmoniques

Rq : L’intérét d’utiliser une notation complexe pour décrire la propagation des ondes
résides dans le fait tout d’abord d’avoir une aisance dans les calculs liés aux équations de
d’Alembert, mais aussi dans le fait que 'on fait apparaitre une seule fréquence. De plus
cette notation est plus pratique pour reconstruire un paquet d’onde par exemple.

Constatant que les ondes que nous avons étudiées jusqu’a présent correspondent a des
mouvements vibratoires de systémes stables, nous pouvons rechercher des solutions de
I’équation de d’Alembert a dépendance sinusoidale vis a vis du temps; c’est & dire tel
que : )

TILY _ yla,t) )
avec w la pulsation de ’onde.
Cherchons donc, en notation complexe, une solution de la forme :

y(z,t) = A(z) exp(juwt) (10)
L’équation de propagation vérifiée pour tout ¢, impose :
d*A(r)  w?
= —A(xr) =0 11
S S Aw) (1)

Dont la solution générale est de la forme :
A(z) =y, exp(—jkz) +y,, exp(jkz) (12)
avec Yy . = Yo1 exp(jgor) et Yoo = Y02 exp(jdoz)-

On note que k = % le vecteur d’onde dirigé dans le sens de propagation de 'onde.

Les solutions sinusoidales recherchées sont donc de la forme :

y(x,t) = y,, exp(j(wt — kx)) + y,, exp(j(wt + kz)) (13)
Soit en notation réelle :
y(x,t) = yo1 cos(wt — kx + po1) + Yoz cos(wt + kx + ¢o2) (14)
Nous reconnaissons ici la forme générale obtenue précédemment, avec :
x
f (t — —) = yo1 cos(wt — kx + ¢o1)
o (15)
g <t + ;) = Yo2 COS(wt + kx + ¢02)

Chaque terme de la solution caractérise une onde plane progressive harmonique. Ainsi
I’onde progressive sinusoidale est une fonction sinusoidale a la fois :



— du temps avec une pulsation temporelle w
— de la variable spatiale x, avec une pulsation spatiale k
On parle de la double périodicité spatio-temporelle de I'onde.

De méme que la période temporelle T = 27/w, la période spatiale est la longueur
d’onde \ = 27/k.
La fréquence spatiale est le nombre d’onde o = 1/A.
Le lien entre les deux aspects se fait par 'intermédiaire de ’équation de d’Alembert, qui
donne la relation de dispersion :

k= (16)

w
C

3. Solution en ondes stationnaires de I’équation de d’Alem-
bert

A présent la corde de longueur [ est fixée en ses extrémités, deux points de 'axe Ox
x x
d’abscisse x = 0 et = [. Prenons y(z,t) de la forme : y(z,t) = Fi(t — —) + Fy(t + —).
v v
Traduisant les conditions aux limites, a savoir 'immobilité de la corde aux deux bouts :
Vt, y(0,t) = Fi(t) + F5(t) =0 = F; = —F; fonction unique notée F
don y(z,t) = Ft — )~ Ft + )
v v
l

Vt,y(l,t)ZF(t—%)—F(H%):O — F(t—%):F(tJr;)

[ 21
et avec le changement de variable ' =t — — F(t') = F(t' + —). Il apparait donc que F
v v

et par conséquence y est "doublement périodique", en ¢ (& z fixé) de période 2[/v et en x
(a t fixé) de période 21.

On cherche des solutions de I'équation sous la forme de variables séparées :

y(z,t) = f(z)-g(t) (17)

caractéristiques des ondes stationnaires.

En remplagant y(z,t) = f(z)g(t) dans I’équation de d’Alembert on trouve :

¢f 1dg
gd$2 U2 dt2 - (18)
1d?g 2 d*f

gdt2 [ da?

Chaque membre de I’égalité est une fonction d’une variable différent ; les deux membres
de I’égalité sont donc égaux a une constante :
— si elle est positive, les solutions sont exponentielles, fonctions incapables de satisfaire
les deux conditions aux limites f(x =0) = f(z =1) = 0.
— si elle est nulle, f(z) = Az + B =0 pour que f(x =0) = f(z=1)=0
— elle doit étre négative, d’ott les solutions sinusoidales :

é% = —w? = ¢(t) = acos(wt) + Bsin(wt)
(19)
%% - —C;—j = —k* = f(z) = o cos(kz) + B’ sin(kx)



On connait les conditions initiales :
~ f(x=0)=0s0it o/ =0
— f(z =1) = 0 soit knl:nﬂjkn:n%etwn:vkn:T,neN*
Par définition (la longueur d’onde \ est la période spatiale de y(z,t)), k = 27/ soit ici :

27 nm
k,=—=—
An l
e n% (20)
nv

La longueur de la corde est un multiple entier de demi-longueurs d’onde.

On veut maintenant l’expression d’une solution y,(z,t) correspondant au mode de
vibration d’indice n. Pour cela on sait que :

Yyn(@,1) = ful@) - gu(t) = [B; sin(kn2)] [ov, cos(wnt) + By sin(wnt)] (21)
Notons a,, 3, = a,, et (3,5, = by, il vient alors :

nmvut nmwx

) + by sin(mT”t)) sin (=) (22)

Yulz,t) = (an cos(

ou de maniére équivalente y,(z,t) = A, sin(w,t + ¢, ) sin(k,z).
On sait que ’équation de d’Alembert est & coefficients constants, homogéne et linéaire
par rapport aux dérivées. Une expression générale de la solution est donc obtenue par

(o]

combinaison linéaire sur tous les modes soity(x,t) = Z Yn(z,1); c’est le principe de su-
n=1

perposition des petits mouvements.

Le mode n s’écrit sous la forme y,(z,t) = A, sin(k,z) sin(w,t + ¢,,).
Le premier facteur peut étre interprété comme une amplitude qui dépend de z, le second,
le facteur de phase en est alors indépendant et ne dépend que de t; il n’y a donc plus
propagation de la phase : 'onde fait du "surplace" ; la phase de I’onde est dite stationnaire.

MANIP : corde de Melde!!

Rq : Pourquoi en z = 0 on a une condition de déformation nulle 7 Méme sil en x =0
il y a P'excitateur la superposition des ondes qui se propage suivant les x croissants et
décroissants font que en x = 0 la déformation de la corde est nulle.



FIGURE 2 — La corde de Melde en résonance (n=1,n=2,n=3)

Les points d’amplitude nulle V¢ sont des nceuds de vibration; ils sont donnés par

nmx . . .
sin(T) = 0, soit n + 1 positions : 0,1/n,2l/n, ..., [, séparées par \,/2, extrémités com-
prises. Entre les noeuds, des ventres, c’est a dire des points qui au cours du temps, vibrent

avec une amplitude maximale.

4. Aspect énergétique d’une corde vibrante

On a pu voir lors de l'expérience que la déformation se propage avec une certaine
vitesse. Cette déformation est permise de part la propagation de I’énergie le long de la
corde. Ainsi on va essayer de déterminer ’énergie mise en jeu.

La densité linéique d’énergie e(x, t) de la corde en mouvement est une grandeur telle
que I'énergie de la corde a l'instant ¢ s’écrive E(t fo x,t)dx.

4.1 Notion d’impédance

On a vu dans la premiére partie que lorsqu’on projetait suivant Oy on avait :

T - TO@
0T, o v, (23)

Si on écrit I’équation fondamentale de la dynamique s’écrit en projetant suivant Oy :

ov, o7, av, IT,
pde——= = =T,(z,t) + Ty(x + dy,t) = i -val

5 (24)



Si on suppose que la tension suivant y est de la forme T, = fr(t — z/v) et la vitesse
V, = fv(t —x/v), alors on peut re-écrire 'équation (23) :

To-fv = —vfr (25)
Si on intégre équation on obtient :
—vTy, =Ty,
Ti
T, = __0‘/;/ (26)
v
T,= 7%V,

Avec Z+ = —/Topu impédance de la corde pour les x croissants.
En utilisant 1’équation (24) on aurait pu trouver la méme chose et en procédant a la
méme démarche pour les x décroissants on obtiendrai une relation similaire avec cette fois

ci Z7 =Ty

4.2 Densité d’énergie linéique de la corde

Soit la puissance est définie par la relation :
P=_T.7=-T,V, (27)
Si on fait un bilan énergétique sur un élément de la corde on va avoir :
le(x,t +dt) — e(x,t)|dx = [P(x,t)dt — Pz + dx, t)]dt
de _ OP _O(1,V,)
ot ox ox

aT, av,
_ 7, %%
S=: vt a (28)
av, aT,
Sy Wt Ty ot
o , 11
T < wy r s >

On retrouve bien :

1 1 (ay\?
— la densité d’énergie cinétique e. = —,uVyQ = §u (_y)

2 ot
11 1 0
— la densité d’énergie potentielle e, = ETOT; = §T0 (%)
A quelle vitesse se déplace cette énergie ?
Soit :
de 0P
ot Oz
(T, Vy
ot
0 (1 1
< T,V, + T Vy
" Ox
0 (1 1 1 (29)
= — | z(—VTop)V;} + 5 T?
oz <( ) PR —vTop y)



On voit alors que I’énergie se déplace a la vitesse de la célérité de 1'onde v.

4.3 Autre méthode
Densité d’énergie cinétique

Soit I’élément de masse dm = pdx, de vitesse Jy/0t posséde une quantité d’énergie

cinétique :
1 y 2
AE. = —pdx | —
2“:t<at)

_AB._p(0y\?
e = dr 2 <E)

(30)

avec e, la densité d’énergie cinétique.

Densité d’énergie potentielle

On considére la corde tout a fait inextensible, pendant le mouvement. Alors sa longueur
serait L supérieur a sa longueur de repos I.

Posons :
L= / ds (31)
avec ds? = dx® + dy?. Alors :
I o\ ? I o\ ?
L= 1 — ~ 1+2( = 2
/01/ +(6x> dz /0 + (8x) dx (32)

0
car |—y < 1|, d’ou :
ox z )
1 dy
L=1[1+- —= | d 33
+ 2 /0 (8$> v (33)
Le travail de l'opérateur (on rappelle que par hypothése, T reste constant) pendant cet

T [t (oy\?
1l test Wo,=T(L—-1)=— — | dx.
allongement est W, ( ) 5 /0 (8x> x

En effet, T est le module de la force que devrait exercer un opérateur extérieur a la corde
pour obtenir son allongement. Son travail (positif) s’identifie donc a la variation d’énergie
potentielle de la corde. E, étant prise nulle pour la corde au repos, il vient :

T ['[oy\°

_dE, T (dy\’
‘:”p_%_E(%)

(34)

4.4 Densité d’énergie mécanique

On a la densité d’énergie mécanique :

2 2
_ _ (o) T (0
e—ec+ep—2<8t> +2(8x) (35)
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avec v2 =T/ p.
Alors on peut écrire :

2, 2
Oe T@y {8 1 0%y }+£ (T(?y 8y>

ot~ ot oz

oxr? 0?2 0t?

oxr Ot (36)

On reconnait dans le crochet ’équation de d’Alembert qui est nulle. On a alors I’ eguatlon

local de la conservation de I’énergie (analogue a celle de I’électromagnétisme avec j - E =
0) :

% + a_S =0

de
o + div(S) =0 (3D)

avec S = —T@ @

or ot
Le terme 0S/0z est la réduction sur axe Oz de div(?) avec § = S7,, S représentant
le flux d’énergie & travers la corde en un point et un instant données (ou plus exactement
la puissance puisqu’il n’y a pas de surface ici).
e /0t # 0; énergie se propage le long de la corde, mais sa densité n’est pas constante.

4.5 Cas de 'onde stationnaire

On sait qu’une onde stationnaire s’écrit : y,(x,t) = A, sin(w,t + ¢,) sin(k,z). Alors
en utilisant 'expression des énergies on peut obtenir les énergies cinétique, potentielle et
mécanique :

E" = <5yn) = —A2 k21 cos? (wnt + ¢n)
OYn
B = < ) = - A2E2[sin*(wnt + ¢n) (38)
L4272 _ 2 42
—F A k2l = 4z nA;

Rq : En considérant la corde comme un assemblage de petits éléments (de longueurs dx)
qui effectuent chacun autour de sa position de repos respective sur 'axe Ox un mouve-
ment sinusoidale d’amplitude A, sin(k,z), on aurait la méme énergie mécanique.

On veut maintenant calculer I’énergie totale E d’une corde fixée aux deux bouts, en

tenant compte de tous les modes :
T [0y 2
— (== d 39
2 (8:5) ] ‘ (39)

! 2
e
Avec y(z,t) Zyn x,t) ZA sin(wnt + @) sin(k,z) 5 k, = mn/l.

Profitant du falt que E ne depend pas du temps, effectuons le calcul en t =0 :

a .
8—?; @)= > Apwy cos(¢y) sin(kn)

= n 40
9%y ) = ZA k., sin(¢,,) cos(k, ) "
0r|,_, - o " !
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On voit bien que expression de ’énergie totale va étre composée de produit de somme et
son expression est trop longue. Pour nous faciliter la démarche on va utilisé 'orthogonalité
des fonctions sinus et cosinus :

I
[
/ sin(k,x) sin(k,,)zdr = E(Sn’m (41)
0

avec 0, le symbole de Kroenecker. Pour le cosinus on a la méme expression.
Ainsi on peut exprimer facilement F :

_ I Z A2)2 = n*A2

:ZE”

n

(42)

Il s’agit 1a d’une illustration du théoréme de Parseval, lié a I'orthogonalité des fonctions
sin(k,z) et cos(k,x).

Physiquement il apparait donc que I’énergie totale de la corde vibrante est la somme
est énergies de chaque mode ou composante harmonique. Cela n’a rien d’évident a priori
puisque 1’énergie est une grandeur quadratique par rapport a 1’élongation et non linéaire.

Conclusion

On a pu voir dans cette lecon, a travers I'exemple de la corde vibrante comment on
pouvait décrire la propagation d’une onde grace a I’équation de d’Alembert. On a pu voir
dans quelles conditions on pouvait obtenir des solutions correspondant a des ondes pro-
gressives puis stationnaire. Enfin on a pu faire une étude de ’aspect énergétique, toujours
pour le cas de la corde vibrante, on a pu voir qu'une onde stationnaire ne transporte pas
d’énergie (elle la stocke) alors que les ondes progressives ne la stocke pas.

Bien entendu le domaine de la physique des ondes ne s’arréte pas a la corde vibrante mais
concerne la propagation des ondes EM, de ’acoustique, des phénomeénes de dispersion ou
absorption... et cela sera aborder dans d’autres lecon.
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