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Lecon assez calculatoire donc il faut essayer d’aller & I’essentiel et sauter des
étapes de calculs pour gagner du temps sans oublier de faire la manip.

Introduction

Les grandeurs mécaniques sont les indicateurs de I'état du systéme étudié. La dyna-
mique vise a décrire les mouvements et évolutions au cours du temps en fonction des
actions mécaniques appliquées sur le systéme.

Dans cette lecon nous allons voir a travers les théorémes de Noether comment certaines
lois de la physique se conserve dans certains cas. Cette particularité va nous permettre de
résoudre quelques problémes auxquels le physicien est confronté.

Théorémes de Noether

Les lois de la physique, pour rester invariantes, doivent s’exprimer dans des référentiels

galiléens qui sont caractérisés par les propriétés suivantes :

— Le temps y est uniforme : un processus se déroule de méme facon si on 'observe,
toutes choses égales par ailleurs, a une autre époque. Une translation dans le temps
montre qu’il n’y a pas d’origine absolue pour le temps.

— L’espace est homogéne : un processus se déroule de la méme fagon si on ’observe,
toutes choses égales par ailleurs, en un autre lieu. Une translation dans le temps
montre qu’il n’y a pas d’origine absolue pour le temps.

— L’espace est isotrope : un processus se déroule de la méme fagon si on 'observe,
toutes choses égales par ailleurs, en I'orientant dans une autre direction. Une rotation
dans 'espace montre qu’il n’y pas de direction privilégiée dans I'espace.

Les conséquences de ces trois propriétés sont respectivement :



— Conservation de la quantité de mouvement : les différentes parties d’un systéme
isolé peuvent modifier leurs quantité de mouvement respectives, mais la quantité de
mouvement de tout ce systéme est constante.

— Conservation du moment cinétique : les différentes parties d’un systéme isolé peuvent
modifier leurs moments cinétiques respectifs, mais le moment cinétique de tout ce
systéme est constante;

— Conservation de ’énergie : les différentes parties d’un systéme isolé peuvent échanger
entre elles de I’énergie, mais 1’énergie de tout ce systéme est constante.

1. Les lois de conservations

Considérons un systéme S de N points matériels. Chaque point est repéré dans I’'espace
par trois coordonnées, dépendantes du temps. Le nombre de degrés de liberté S est égal
au nombre minimal de parameétres nécessaires pour décrire complétement la position des
N points de S. Il est égal a 3N et est inférieur & 3N, lorsque ces points sont liés entre
eux par des contraintes géométriques :

— Un point contraint a se déplacer le long d’une ligne, posséde un seul degré de liberté.

Sa position peut étre repérée par son abscisse curviligne.

— Un systéme isolé (c.a.d. rigide) de N points matériels (N > 3), posséde au plus six
degrés de liberté. Sa position peut étre repérée par 3 coordonnées de 'un des points
et trois angles décrivant la rotation du solide autour de ce point.

Soit p le nombre de degré de liberté du systéme S, nous appelons coordonnées généralisées,
les p grandeurs permettant de décrire la position de S :

q1,492,---4p

L’état a l'instant ¢ de S est complétement déterminé par la donnée des p coordonnées
généralisées et de leurs p dérivées par rapport au temps, appelées vitesses généralisés :

q.17q.27 qp

Ainsi la connaissance précise de I’état du systéme doit nous permettre de déterminer son
état a tout instant. Pour simplifier le raisonnement, nous supposons que le nombre de
degrés de liberté est égale a 3N (ce qui exclut les liaisons parfaitement rigides entre deux
de ces points).
Soit I’évolution du systéme S est déterminée par sa fonction de Lagrange L, dépendante
des coordonnées généralisées, des vitesses généralisées et du temps. Pour p degrés de
liberté :

L(q1, @2, -+ @p> 415 G2y -+, G, 1) (1)

Cette fonction de Lagrange doit donc contenir toutes les informations, concernant les
actions subies par les éléments de S. On a aussi les p équations de Lagrange :

doL oL
dtdg g

(2)

pour i = 1,2...p.

Pour un systéme isolé de N particules microscopiques, dont les positions dans un ré-
férentiel galiléen sont repérées par les coordonnées généralisées, le lagrangien est de la
forme :

i=N
.. . 1
L<q17 q2, - qpa q1, 42, QP) = 5 Zmivi - U(qh q2, .- qp) (3)
=1



La fonction U qui ne dépend que des positions relatives des particules de S, est appelée
énergie potentielle. Elle contient touts les informations concernant les interactions entre
particules. Le terme qui la précéde, en notant v; la vitesse au sens usuel :

1 2

est appelé énergie cinétique. Pour un systéme de coordonnée généralisée, il se met néces-
sairement sous la forme :

T(Ql? --Qp, (117 ceey QP) = Z CLz’j(Qh seey QP>QIQJ (5)
i’j
T est donc une fonction homogéne a 2 degré de liberté des vitesses généralisées, ce qui
d’aprés la relation d’Euler implique :

-0 = 5 =i (6)
i=1 v

car U ne dépend pas des vitesses généralisées. Cette forme du lagrangien est bien conforme
aux principes de bases de la mécanique classique (uniformité du temps, homogénéité et
isotropie de ’espace et principe de relativité de Galilée (le lagrangien doit garder la méme
forme dans un changement de référentiel galiléen)).

1.1 Quantité de mouvement

L’homogénéité de I'espace donne lieu & une loi de conservation. Du fait de cette ho-
mogénéité, et en supposant que notre systéme est isolé, les propriétés mécaniques d’un
systéme fermé ne changent pas lors d’un déplacement paralléle du systéme entier dans
I’espace. Considérons donc un déplacement infiniment petit €, en imposant la condition
que la fonction de Lagrange reste inchangée. On désigne sous le nom de déplacement
paralléle une transformation dans laquelle tous les points du systéme se déplacent d’un
méme segment ; autrement dit, leurs rayons vecteurs 7 — 7 +67. Dans un référen-
tiel galiléen, repérons les positions des N particules de S par leur p = 3N coordonnées
cartésiennes. La translation :

57 = (6x,6y,06%2)

entraine la variation de la fonction L pour une variation infiniment petite des coordonnées
(les vitesses des particules étant constantes) qui est donnée par :

i=N =N i=N
oL oL OL
0L = E <_0:cz> ox + E (_0yi)5y+ E (82@)52_0 (7)
=1

i=1

i=1

Or on a 6¢ = (d/dt)oq d’ou :

d ‘XL a4 'Xor d'XNoL

Cette variation doit étre nulle pour tout dr ce qui implique trois relations :

ANNOL o dNROL g dSROL
dt &= d&; dt =y, dt = 0%
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Or, comme sachant que la vitesse est constante :

i=N
1 . . .
= 5 E ml(:cf + y? + 212) - U(Q17Q27 '-'7%7)
=1

Ce relations peuvent s’écrire :

di:N di:N
a;mzxzzmagml% Oet—ZmZzl_

Ou encore en introduisant le vecteur impulsion ou quantité de mouvement du systéme S :

B Zmﬁ Z“% 3L?y+%a:cﬁe (9)

Yi

Le vecteur quantité de mouvement d’un systéme isolé dans un référentiel galiléen est
constant. Cette propriété est la conséquence de I’homogénéité de ’espace dans un réfé-
rentiel galiléen. C’est le deuxiéme théoréme de Noether.

Rq :
e le vecteur ? est aussi appelé impulsion du systéme. L’impulsion est additive P =
2D
o [égalite Z(SL = 0L/0r, = 0 a un sens physique simple. La dérivée OL/0r, =
—0U/dr, représente la force F, agissant sur la a®™¢ particule. Et donc on a que la
somme des forces agissant sur toutes les particules d’un systéme fermé est égale a

0 : Z ext_o

e Sile mouvement est décrit a l'aide des coordonnées généralisées ¢;, les dérivées de
la fonction de Lagrange par rapport aux vitesses généralisées sont p; = 0L/
sont appelées impulsions généralisées et les dérivées par rapport aux coordonnées
généralisées F; = 0L;/0q; forces généralisées. On a alors p; = F;

Rq : Exemple - Regarder page 428 Tout en un PC* sur force exercée par un fluide sur
les parois d’'une conduite.

1.2 Moment cinétique

L’isotropie de ’espace dans un référentiel galiléen implique que la fonction de La-
grange soit invariante pour toute rotation d’ensemble d’un systéme isolé. Considérons
donc une rotation infinitésimale d’axe (O, u) et d’angle d¢. Les vecteurs positions r; des
N particules, définis a partir de l'origine O, subissent une variation ér; donnée par :

Les vitesses sont également transformées par le méme produit vectoriel :

SV, =80U AU



La variation de la fonction de Lagrange qui en résulte est alors :

oL X /oL oL
oL = Z (8%) it Z (8%) v Z1 (32 ) o

(2

- . - (10)
< (0L — [ IL XN/or
=) i =) su il I 55
+; (am) nt 2_; (83)1-) v +; (az) &
Or, d’apreés les équations de Lagrange :
oL . OL_ diy
o; it or;, pn

On obtient donc :

=N

. d.fl?l dl'l . dyz dyz .
5L_Zmz(dt5xl+ dt5x1)+z;mz<dt5 + dtéy)

i=

(11)

d7;
dt

zéqﬁivmi (d7i~(7/\?i)+ -(7/\%))

En permutant les produits mixtes il vient :
i=N
5L = 6673 m, ( P 00T ) _ssn. (Zmz? w) 12)
i=1

Le lagrangien étant invariant pour cette rotation uniforme de S alors L = 0. Cette
relation étant vérifiée pour tout d¢ et pour tout vecteur u, on en déduit :

i=N
d
i=1
Le vecteur
i=N
K= Y TINT;
i=1

appelé vecteur moment cinétique du systéme est donc constante. Cette propriété est la
conséquence de 'isotropie de ’espace dans un référentiel galiléen. C’est le troisiéme théo-
réme de Noether.

Rq : Exemple - Manip du tabouret page 325 du Perez.



1.3 Energie mécanique

Enfin il nous reste la loi de conservation qui découle de I'uniformité du temps. Du fait de
cette uniformité, la fonction de Lagrange d’un systéme fermé ne dépend pas explicitement
du temps. Par suite, la dérivée totale par rapport au temps de la fonction de Lagrange

peut s’écrire :
dL oL . OL.
i Z (aq»q + %%) (14)

D’apres les équations de Lagrange :

doL oL

Z 40L 0L _Zi oL .
B o " ogd) T . dt 9q

En regroupant les deux dérivées par rapport au temps il apparait :

d 0L Cd@QT-L) dT+U)
dt (;qlﬁqi L) == a  a (15)

Et donc :

On en déduit donc que la quantité £ = 2T — L =T + U, appelée énergie du systéme est
constante. [’énergie d’un systéme fermé est constante. Cette propriété est la conséquence
de 'uniformité du temps dans un référentiel galiléen. C’est le premier théoréme de Noe-
ther.

Rq : Exemple - Regarder le saut a la perche Garing page 377 (Chapitre 7 exo 40).

2. Application dans un champ & force centrale

Soient deux corps ponctuels A; et Ay de masses respectives m; et ms, en mouvement
dans le référentiel galiléen R, sous ’action de leur seul force d’interaction. Le systéme est
donc isolé. Soit R* le référentiel du centre de masse avec le centre de masse C| fixe dans R*.



2.1 Eléments cinétiques du systéme
Quantité de mouvement

Par rapport a R, la quantité de mouvement de ce systéme s’écrit :

P = p1 + p2 = myv1 + mava = (my + ma)ve = Mug
avec vo la vitesse du systéme global et M la masse du systéme.

Dans le référentiel du centre de masse R*, on a :
P* = pi 4+ ps = (mq + ma)v

Il en résulte que, dans R*, les quantités de mouvement de A; et A, sont opposées. Evaluons
p] et p5. D’aprés la composition des vitesses on a :

* * miv + LHA%)
P = mMivy = ml(vl — Uc> = mM |\ -

mi1 +mo
N mimes
d’on, p] = —p5 = —————(v1 + vg)
y M1 2
mq + mo
Cette derniére relation s’écrit aussi :
mims
p* =pi+p5 = pvavec p = ———— et v =v; — Uy
mq + mo

Ainsi, dans R*, la norme de la quantité de mouvement de chacune des particules est égal
a celle d’une particule fictive A, de masse u et de vitesse v. La masse u est appelée masse
réduite du systéme des deux corps. Cette masse est inférieur ou égale a la plus petite des
deux masses.

Moment cinétique

D’apreés le théoréme de Koening, on a pour le systéme des deux corps ponctuels :

Eo:OC/\(pl +p2)+£*
avec L* = CAy ANp] +CAy ANps = AA Apj =7 A pv

Ainsi, par rapport au référentiel du centre de masse R*, le moment cinétique du systéme
des deux corps ponctuels est égal au moment cinétique de la particule fictive A dont la
position dans R* est définie par CA =1 :

L =CANpv=rAp*

Energie cinétique

D’apreés le théoréme de Koening, relatif a I’énergie cinétique on a :
pa{2 p;Q _ *2
2my  2ms 20

1
Ek/R = §(m1 + m2>’l]g -+ E; avec E; =

Ainsi, I'énergie cinétique E} est celle d’une particule fictive A, de masse p et de vitesse
V=10; — Vg :




2.2 Loi de conservations et conséquences

Pour un systéme isolé, les seules forces qui apparaissent sont les forces d’interaction
mutuelle lesquelles sont opposées selon la troisiéme loi de Newton. La quantité de mou-
vement du systéme est alors constante puisque :

P d d
%:%‘F%:FQal‘i‘FIHQ:O
Il en résulte :
P = Mve = Cste (16)

On en déduit aussi que la vitesse est constante.
Le mouvement du centre de masse est donc rectiligne uniforme. Si, en outre, ces forces
d’interaction dérivent d’une énergie potentielle, ce qui est généralement le cas, il vient :

oW = (SWl + 5W2 = F2_>1 : d?“l + F1_>2 : dTg = —dEp
L’application du théoréme de I'énergie cinétique au systéme donne :

dEkJ = F2i>1 . dOA1 et dEk-,Q = F1*)2 . dOAg
d’ou dEk - dEk,l + dEk,2 - F2—>1 : dOAl + F1_>2 . dOAQ = _dEp

Il en résulte pour I'énergie mécanique £, = £ + L), :

dE,, d(E,+E
_m (detF p):0:>Em:Ek+Ep:Cste (17)

La force d’interaction qui s’exerce sur la particule fictive A étant centrale, car passant
par le centre de masse C', le mouvement est plan. Si on explicite la conservation du moment
cinétique dans R* en coordonnées polaire (r, ¢) dans le plan Czy, on obtient :

Lf=rApog=1€,A ,LL(?*?T + ré?@ = ur2pe, = ua = Cste

On en déduit que la grandeur C' = rzgﬁ est une constante du mouvement. C' est appelé
constante des aires et vaut deux fois la vitesse aréolaire ou aire balayée par le rayon vecteur

(74 pendant l'intervalle de temps dt :

ISy

t 2

A % g (18)

Si on revient sur 'expression de I’énergie mécanique dans R* on a en remplacant la
vitesse par v4 :

1 :
E, =FE,+E,= §,u(1'“2 +1°¢%) + E, = Cste



Ainsi en combinant avec I'équation précédent, on obtient I'équation du mouvement radial.
En effet, en introduisant le carré du moment cinétique £2 = p?ri¢?, il vient :

£2
2412

1
E* — _M,,;2+

1 .
m 9 + EP(T) = _”Tz + Epeff (19)

2

avec By, . = E,(r)+ £*/(2ur?). Tout se passe comme si la particule A était soumis & une
énergie potentielle effective dans le mouvement unidimensionnel radial.

2.3 Analyse qualitative du probléme a deux corps

On considére généralement deux types particuliers d’énergie potentielle effective : le
puits et la barriére d’énergie potentielle.
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Puits d’énergie : la courbe donne I’énergie potentielle effective en fonction de r passe
par un minimum. Sa valeur limite quand r — oo est zéro; en effet les interactions sont
nulles quand deux points sont infiniment éloignées. Si B, > 0, I’état est libre car r > 7.,
peut prendre une valeur finie. Si £}, < 0 I’état est lié car r oscille entre deux valeurs
extrémes appelées distances apsidales. Si £, = Ej la trajectoire est circulaire si ) # 0 ot
au point d’équilibre si ¢ = 0. (voir plus page 712 du Sanz).

Barriére d’énergie : I'énergie potentielle effective en fonction de r passe par un
maximum. Sa valeur limite quand r» — oo est égale a 0. Si E;;, < 0 r oscille entre 0 et
Tmaz, ON @ Un état lié. Si 0 > E* < E; deux solutions peuvent convenir 0 < r < 7,4,
(état 1ié) et Or,,,leqr < oo (état libre). Si EY > Ey la coordonnée radial r peut prendre
toutes les valeurs comprises en 0 et oo : I’état est libre. Si E) = Ey on a une position
d’équilibre instable car un DL de Taylor de I’énergie potentielle autour de Ey montrerait
que tout écart a la position d’équilibre augmente. (voir plus page 714 du Sanz).

Rq : Probléme a N corps dans le Perez p.237.

3. Application aux chocs

Dans le langage habituel, on dit que deux systémes matériels entrent en collision ou
subissent un choc a un instant, lorsque les surfaces qui les délimitent sont en contact a cet
instant sans ’étre dans les instants voisins, antérieur ou postérieur parfois. L’expérience
courante permet d’établir aisément que le choc dure trés peu de temps, est localisé dans
I’espace et implique une variation brutale de la vitesse des points qui constituent les deux
systémes matériels. Cette variation brutale de la vitesse est attribuée a une interaction de



courte portée, dite de contact.

Nous étudions ici que la collision entre deux particules. Dans ce cas, la définition du choc
macroscopique par le contact de surfaces doit étre abandonnée. On doit la remplacer par
la notion plus générale d’interaction.

3.1 Lois générales

Considérons deux particules A; et A,, de masse respectives m; et mo. Leur interac-

tion de courte portée est définie par I’énergie potentille £,(r), fonction de la distance r
qui les sépare. Si ces points sont & une distance suffisante I'un de 'autre, E — p(r) est
pratiquement nul.
Supposons ces particules initialement & une distance telle que E,(r) = 0 et se dirigeant
I'une vers ’autre avec des vitesses vy et vy dans le référentiel du laboratoire R. Lorsqu’elles
parviennent au voisinage l'une de l'autre E,(r) # 0 et les vitesses carient jusqu’a ce que
la distance atteigne a nouveau une valeur suffisante pour que E,(r) soit a nouveau nul.
Les vitesses acquises v] et v}, sont alors appelées vitesses finales de la collision. On définit
un domaine en dehors duquel I'interaction est négligée.

Quantité de mouvement

Le systéme des deux particules étant isolé, la quantité de mouvement de 1’ensemble,
par rapport au référentiel du laboratoire R est une constante vectorielle du mouvement, :

S pi=> py (20)
i 7

Energie totale

Au cours d’une collision, les particules A; et Ay peuvent se scinder en deux : leur état
peut donc fondamentalement étre modifié. Afin de tenir compte d’une telle modification,
nous devons étendre la conservation de I’énergie mécanique a celle de I’énergie totale
E, somme des énergies cinétique, potentielle extérieur F,.,; et d’une énergie interne U
du systéme, laquelle est constituée de 1’énergie potentielle d’interaction et des énergies
internes U; de chacune des particules. On a donc :

Ei=FEpavec E=Ep+ Epeny + U et U= Epin + 3,0,

Comme la variation de position du systéme est négligeable au cours de la collision, F), .+
et E,;n ne varient pas et il vient :

ZEk,i+Ui:ZEk,f+Uf (21)
i !
On distingue ainsi deux de collisions :
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— La collision élastique : dans ce cas le nombre ou la nature des particules en inter-
action sont inchangés. L’énergie cinétique totale se conserve : » 3, U; = >, Uy d’out
> i Bk Zf E} 5. Au cours d’une collision élastique on a :

A+ Ay — A] + A
ce qui se traduit par
p1+pa=p — 1+ ph = myv +mavy = myvy + Moty
et
S R S

2my + 2ms - 2my * 2my

Si le projectile et la cible immobile ont méme masse, I’angle que font entre eux les
vecteurs quantités de mouvement apreés la collision élastique est droit.

— Si la collision est inélastique, comme c’est le cas lors de l'interaction chimique de
deux molécules, la fusion de deux particules on aura :

A1+A2—>A3+A4+A5+...

Rq : Plus de détail p247-248 du Perez.

3.2 Collision élastique

Les lois de conservation de la quantité de mouvement totale et de I’énergie cinétique
totale fournissent deux équations scalaires contenant les deux inconnues v{ et vs sur 'axe

du mouvement il vient :
, , 1 5 1 5 1 no1 19
MU1 + Mol = MV] + Mo, et §m1v1 + §m2v2 = §m1v1 + §m2v2

Soit :
my(v] — v1) = ma(ve — vh) et my(v? — v) = ma(vy? — v3)

Si on divise cette derniére équation par la précédente on trouve v] + v; = v + v). Il en
résulte que :

_ 2m2112 + (m1 — mg)?]l 2m11)1 — (m1 — mg)vg

v} et vy =
mi + Mo my + Mo

Si mg > my le choc fait rebrousser chemin a Ay, alors que si my < my, A; garde le méme
sens de déplacement. Pour m; = my, Ay et Ay échangent leurs vitesses.

La perte d’énergie cinétique de la particule A; au cours d’une collision élastique directe

est :
1 , 4
Q = —AEkJ = AE}C’Q = —m21122 = e

E 22
. ki (22)

(m1 —|—m2)2 ’
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3.3 Collision inélastique

MANTIP : faire la chute d’une balle sur une table et calcul du facteur de res-
titution page 298 Bellier.

On caractérise une collision inélastique entre deux particules, I'une le projectile, ’autre
la cible, par la variation d’énergie cinétique du systéme :

AB =) Egy—Y Ei=>» U-> Uy
! @ f

Si AE), < 0, la collision inélastique est endoénergétique ; si AE) > 0, elle est exoénergé-
tique. Il est naturel d’introduire le facteur de restitution en énergie € :

¢ — Zf Ek,f

Pour € = 0 la perte d’énergie cinétique est maximale : la collision est parfaitement inélas-
tique. On retrouve évidemment la limite élastique en faisant ¢ = 1.

Considérons une collision inélastique entre un atome projectile, d’énergie cinétique Ej
et une molécule cible au repos. Aprés collision, la cible est dans un nouvel état caractérisé
par une nouvelle valeur de I’énergie interne. L.’équation de conservation de I’énergie donne,

dans R* :

(23)

ZEZ7i+Ui:ZEZ7f+Uf
i f

Dans R*, les produits de la réaction peuvent étre chacun au repos puisque 1’on peut
réaliser P* = ( en fait séparément p} = 0, soit E} , = 0. On en déduit :

Y B +Ui>> Upsoit Y Ep, > AU avec AU =Y Uy - Y U
% f 7 f A

Comme Dénergie cinétique des deux particules dans R* est pv?/2, v étant la vitesse
relative, et que la cible est immobile dans R, on a :

mi1+ms 2 m1+me

2 2
By =t = () o = me ) > AU d'on By, > =AU

Ainsi ’énergie cinétique seuil de la collision inélastique a pour expression :

m1+mg

B, = AU (24)

mo

Rq : Quantité de mouvement relativiste voir Feynman page 151.

Conclusion

Nous avons mis en évidence des cas ou la conservation de grandeurs mécanique rend
I’étude plus simple qu'une étude au travers du principe fondamental de la dynamique.
Ce résultat est trés utile pour démontrer des lois ou décrire efficacement des systémes
physiques.

12



	Les lois de conservations
	Quantité de mouvement
	Moment cinétique
	Énergie mécanique

	Application dans un champ à force centrale
	Éléments cinétiques du système
	Loi de conservations et conséquences
	Analyse qualitative du problème à deux corps

	Application aux chocs
	Lois générales
	Collision élastique
	Collision inélastique


